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Multipolstrahlung als Eigenwertproblem.
Von
WALTER IFrRANZz, Miinster.

(Eingegangen awm 12. Dezembey 1949.)

Tiir das Photon lassen sich aus der MaxwekLLschen Theorie — ebenso wie fir
das Elektron aus der Diracschen — Operatoren fiir den Bahn- und Spindreh-
impuls angeben, fiir deren Summe ein Erhaltungssatz gilt. TFordert man, daf3
der Betrag und eine Komponente des Gesamtdrehimpulses fiir die Losungen der
Feldgleichungen Eigenwerte annehmen, so erhidlt man in besonders einfacher Weise
und in besonders cinprigsamer Gestalt die Ausdriicke fiir die elektrischen und
magnetischen Multipole. Der Drehimpuls des so erhaltenen Feldes folgt aus dem
Ansatz, wihrend die Herleitung aus einem simultanen Eigenwertproblem die
Orthogonalitat der verschiedenen Losungen garanticrt.

Die vollstindigen Ausdriicke fiir die elektromagnetischen Multipole
sind im wesentlichen bereits 1908 von G. MIE! angegeben worden
(allerdings unter dem Namen , Partialwellen®), im Jahre 1936 wurde
von W. HEITLER ihr Drehimpuls untersucht2 Doch scheint bis heute
ein besonders einfacher und einleuchtender Weg der Herleitung, welcher
einen unmittelbaren Zusammenhang mit dem Drehimpuls herstellt,
nicht beachtet worden zu sein; dies ist die Aufstellung eines simul-
tanen Eigenwertproblems. Zur Erliuterung betrachten wir zunichst
das Beispiel der skalaren Wellengleichung, fiir welche die Methode
allbekannt ist.

Skalare Wellengleichung.

Die akustische Wellengleichung, ebenso die SCHRODINGER-Gleichung
fiir den kriftefreien Fall, lautet

(A+Fyu=0. (1)

Hierin ist A4 der LapLAcEsche Operator, & eine Konstante — die Wellen-
zahl — und » die Wellenfunktion. — Die Bestimmung der Multipol-
wellen ist hier identisch mit der Separation in Polarkoordinaten, welche
mit Hilfe eines simultanen Eigenwertansatzes vorgenommen werden

! M1z, G.: Ann. Phys. 25, 377 (1908).

%2 HeErTLER, W.: Proc. Cambridge philos. Soc. 32, 112 (1936). Freilich ist
der Drehimpuls nicht, wie HEITLER (im Widerspruch zu seinen eigenen Formeln)
behauptet, im Zwischengebiet zwischen Nah- und Wellenzone enthalten, sondern
liber den gesamten Raum verteilt. Dies folgt aus unserem Eigenwertansatz, ist
aber bereits bei SOMMERFELD [Atombau und Spektrallinien, Bd. T, 5. Aufl. (1931),
Zusatz 8] klar ausgesprochen.
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kann: man ermittelt zwei mit dem LapLaceschen Operator und unter-
einander vertauschbare nur winkelabhingige Differentialoperatoren,
und bestimmt die Lésungen so, daB diese beiden Operatoren Eigenwerte
besitzen. Zur Losung dieser Aufgabe verhilft der Operator

1 ,
m= X V. (2)
Bis auf einen Faktor % ist dies der wellenmechanische Operator des
Drehimpulses, fiir welchen die fiir alle Drehimpulsoperatoren charak-
teristische Beziehung gilt:
mxn==¢1. (3)

Hieraus folgt unter anderem
mmZ—mPme=mxmxm]—mxXm]xu=20. (4)

Das bedeutet, da3 m mit seinem Quadrat vertauschbar ist, und daher
auch mit dem Larraceschen Operator, da dieser sich schreiben 14Bt:
1 & m?

A= a?— - (5)

Die Komponenten von i sind untereinander nach (3) nicht vertausch-

bar, doch geniigen die z-Komponente und das Quadrat von m unseren

Bedingungen — sie sind untereinander und mit A vertauschbar und

hiingen nur von den Winkeln ab. Die zugehdrigen Eigenwertgleichungen
lauten:

m,u=mu, (())

mtu=10{+1)u. (7)

(7) ist die Gleichung der Kugelflichenfunktionen. Ifiithren wir ein
Polarkoordinatensystem mit z als Polarachse ein, dann wird

o 12 )
25 g (8)
Die simultane Losung von (1), (6) und (7) ist der 2'-Pol

upr = et e b (cos &) By (r) . ©)

Die Gestalt des radialen Teiles der Wellenfunktion R,(r) interessiert
uns hier nicht. Die Funktionen (9) bilden ein vollstiindiges System,
wenn / alle nichtnegativen ganzen Zahlen durchlduit, und s alle ganz-
zahligen Werte, fiir welche |m|<l. Diese Eigenwerte entsprechen
in bekannter Weise dem Betrag und der z-Komponente des Dreh-
impulses. — DaBl zwei Losungen, welche sich durch den Wert von %, {
oder m unterscheiden, orthogonal sind, ist eine unmittelbare Folge dex
Eigenwertgleichungen (1), (6) und (7).
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Formulierung des Eigenwertproblems fiir die MAXWELLschen Gleichungen.

Die MaxwerLLschen Gleichungen lauten fiir monochromatische
Wellen der Zeitabhiingigkeit exp (- 7 )

rotH = —iwel; rotC=ioud. {(10)

Durch Elimination konnen wir fiir ¢ (und ebenso fiir §) eine einzige
Differentialgleichung zweiter Ordnung gewinnen:

(rotrot—4%) ¢ =0. (11)

Aus (11) folgt in bekannter Weise, daB jede einzelne kartesische Kom-
ponente von & der skalaren Wellengleichung gentigt; man kann (11)
ersetzen durch die Gleichungen

(A -+ k%) G =0; divE=0. (12)

Gewohnlich geht man bei der Losung der MAXwELLschen Gleichungen
von (12) aus, um die rechnerisch einfachere skalare Wellengleichung
an Stelle von (11) zu setzen. Wir wollen jedoch bei Gl. (11) bleiben,
da diese gegeniiber (12) einen entscheidenden methodischen Vorzug
besitzt: Sie ist eime Differentialgleichung fiir eine (wenn auch vek-
torielle) Funktion, ohne die Nebenbedingung div = 0, deren nachtrég-
liche Beriicksichtigung lastig fallt.

Wir nehmen nun die Bestimmung der Multipolwellen aus (11) in
genau derselben Weise vor wie oben fiir die skalare Wellengleichung.
Der wesentliche Unterschied besteht nur darin, dal jetzt die Wellen-
funktion ein Vektor, und die in der Wellengleichung (11) enthaltenen
Operatoren lineare Vektorfunktionen sind. Ebenso miissen daher auch
fiir die Winkeloperatoren — welche wir fiir die Formulierung der
simultanen Eigenwertgleichungen analog (6) und (7) bendtigen —
lineare Vektorfunktionen in Betracht gezogen werden. Zwar sind
unsere fritheren Operatoren, m, und m?, als Skalare auch lineare Vektor-
funktionen, jedoch unbrauchbar, da sie mit rot rot nicht kommutieren.
Ein kleiner Zusatz stellt jedoch die Vertauschbarkeit her. Wir bilden

n=m-+3, (13)
worin
=11 X (s,==T€,X; s,=1ie,X; s,=i¢,X). (14)
I ist die Einheitsdyade, ¢,, ¢,, ¢, die Einheitsvektoren in der x-, y-,
z-Richtung. Es gelten die Operatorgleichungen:
#, ot = rot u, (15)
und daher auch
n2rot = rot n?. (16)

Das bedeutet, daB sowohl die Komponenten wie auch das Quadrat von
1 mit dem Gleichungsoperator (11) vertauschbar sind. Ebenso sind
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2-Komponente und Quadrat von n unter sich vertauschbar, da die
Drehmomentgleichungen (3) und (4) fir 1 — und auch fir § — genau
so gelten wie fiir m. Dies weist gleichzeitig darauf hin, daB auch g
und n Drehmomenten zuzuordnen sind. Einen recht deutlichen An-
haltspunkt iiber diese Zuordnung liefert die folgende Identitit, welche
fiir jede kartesische Komponente des Operators § gilt:

s;(s2—1) =0. (17)

Die Komponenten von § besitzen also die Eigenwerte 0 und + 1, und
.dokumentieren sich damit als Spinmoment einer Partikel vom Spin 1.
Wir werden daher m als Bahndrehimpuls, 8 als Spindrehimpuls! und
n als Gesamtdrehimpuls des Photons aufzufassen haben, wobei nur
fir den letzteren ein Erhaltungssatz gilt. — Den Zusammenhang von
1 mit dem klassischen Drehimpuls des I'eldes werden wir weiter unten
herstellen; zuniichst beniitzen wir den Operator 1 um die Losungen
aufzusuchen. An Stelle von (6) und (7) treten jetzt die Gleichungen

n,E=m@, (18)
n2EC=I(+1)€. (19)

Der Operator n? errechnet sich aus (13) und (14) zu
n?2=m2+2¢mx 4 2. (20)

Die Eigenwerte von [ und m sind ganzzahlig und durchlaufen genau
dieselben Werte wie bei (6) und (7).

Lisung der Eigenwertgleichungen.
Ein Satz simultaner Ldsungen von (11), (18) und {(19) 148t sich
unmittelbar angeben, wenn man beachtet, daB

7, T = m m; 1% i =ut m2. (21)

Das heiit: durch Hiniiberschieben iiber den Operator m verwandelt
sich der Drehimpuls mit Spin in den spinfreien. Damit ist gezeigt, da

(\:;” = muj [ siehe (9)7, (22)

sowohl (18) als auch (19} erfiillt. Gleichzeitig ist auch (11) befriedigt,
da (22) den beiden zu (11) dquivalenten Gleichungen (12) geniigt; denn
u* befriedigt die Wellengleichung, und m die Divergenzbedingung, da
V- m = 0. Weiterhin sicht man, daB3 die radiale Komponente von
verschwindet (v - m = 0). Also handelt es sich um magnetische Schwin”-,
gungen (s. G. MIE I c.).

Wir kénnen in genau derselben Weise auch elektrische Schwingungen
gewinnen, indem wir § an Stelle von € setzen. Wenn wir dann noch

1 Auch das Quadrat von g fiigt sich dieser Deutung ein: 82 == 2,
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aus (10) die fehlenden (magnetischen bzw. elektrischen) Ieldstirken
berechnen, erhalten wir die 2-Pole:

elektrischer Multipol: ]

le (el) == ; rot mup; o (el) — -2 I/i— mau,

- _ (23)
magnetischer Multipol:

" . 3 1
¢ (mag) = mu; 9y (mag) = —1 l/—; - Totmauy,

Dem elektrischen Multipol haben wir einen IFaktor hinzugefiigt, um
bei Verwendung des gleichen #" in beiden Fillen dieselbe Dimension
zu erzielen. — Wir werden in einem spiteren Absatz beweisen, da8
in (23) samtliche moglichen Losungen der Gl. (11), (18) und (19) ent-
halten sind.

Zusammenhang mit dew DEBYEschen Potentialen.

Die Multipollssungen (23) stehen in engem Zusammenhang mit den
DEeBYEschen Potentialen, deren Definitionsgleichungen nach J. MEIXNER?
lauten

G‘z{—;rotm I, +wmlil,,
. (24)
H=—omll +7i'/'¢ rotm I7,.

Der Vergleich mit (23) zeigt, daB man die elektrischen bzw. magnetischen
Multipole erhilt, indem man fiir I7; bzw. 11, die skalaren Multipole (9)
einsetzt?. Die Vollstindigkeit des Lésungssystems (23), welche wir im
letzten Abschnitt beweisen werden, zeigt dann gleichzeitig, daB sich jede
Lésung der MaxwrLLschen Gleichungen, welche den nétigen Anforde-
rungen beziiglich Stetigkeit und Verhalten im Unendlichen gentigt,
durch DEBvEsche Potentiale darstellen 1a8t.

Orthogonalitit.

Die Orthogonalitit der zu verschiedenen I oder m gehdrigen Funk-
tionen folgt direkt aus den Eigenwertgleichungen; aus (18) folgt nidmlich

div (e, Xt € - &) =i (m —m') €7 G, (25)

1 MEixNeR, J.: Z. Naturforsch. 3a, 500 (1943).

2 Auf den Zusammenhang zwischen Multipolen und DepyEschen Potentialen
hat mich freundlicherweise Herr Prof. MEIXNER hingewiesen; die Formeln (23)
sind (in etwas anderer Schreibweise) das Ergebnis einer am MEIXNERschen Institut
ausgefiibirten Diplomarbeit. (F. M. WoLFF, Elektrodynamische Potentiale und
Multipolstrahlung, Aachen 1948).
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Bei einer Integration {iber den gesamten Raum verschwindet die linke
Seite, also ist auch das Raumintegral der rechten Seite gleich Null
— und das bedeutet, daB3 fiir # =F m’ die Funktionen orthogonal sind. - -
Aus (19) folgt in analoger Weise

e+ =TI+ fE-Crdr =o. (26)

Das bedeutet Orthogonalitit fir [ == 1"

Damit ist die Orthogonalitit simtlicher verschiedener Eigenfunk-
tionen (23) erwiesen mit Ausnahme des zum selben I und m gehérigen
elektrischen und magnetischen Multipols; die Orthogonalitit dieser
beiden Funktionen folgt aber unmittelbar daraus, dafl stets die eine
eine gerade, die andere eine ungerade Funktion des Radiusvektors ist.

Drelumpuls.

DaBl der Mittelwert des Operators n der klassische Drehimpuls
des Feldes ist, soll jetzt an der z-Komponente nachgewiesen werden.
Man zeigt leicht, daB €* - », € sich von € - #* ¢* nur durch eine voll-
stindige Ableitung unterscheidet, so daB das Raumintegral beider
Ausdriicke dasselbe ist (d.h. mit anderen Worten, daBl u ein reeller
Operator ist). Um den Mittelwert von 7, zu ermitteln, berechnen wir
zunidchst die Summe dieser Ausdriicke. Aus (13) folgt

E* o, 64 n*G*. 1.
G (e, 3 r V) 6 — i G*- (e, X0 V) 6 —2ic,-@rxt, | 27

und hieraus durch Umformung

E*-n,EFnFE* €

:iez.tx[(gxrot@*_@*xrot(f]+idiv[6'*><6']><[cz><r].} (28)

Wenn wir (28) iiber den gesamten Raum integrieren, werden — wie
oben bemerkt - die beiden Summanden der linken Seite gleich, und
das div-Glied der rechten Seite fdllt fort. Driicken wir noch mit Hilfe
der zweiten MaxweLrLschen Gl. (10) rot G durch $ aus, dann erhalten
wir

26 [€*- 2 Gdr="7 - [tX[EXH* + C*x Hldr. (29)

Hier steht auf der rechten Seite genau der Gesamtdrehimpuls einer
Welle mit den reellen Feldstirken € + ¢*, § + $*. Die Gesamt-
energie einer solchen Welle ist 2¢ [ 6* - G dt, so daB der Drehimpuls
sich zu der Energie verhilt wie der Mittelwert von #, zu w. Einem
Energiequant % & kommt also der z-Drehimpuls % #, zu, die Eigenwerte
n, = m der Multipole sind genau die zugehérigen Drehimpulsquanten-
zahlen.
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Vollstandigkeit des Losungssystems.

Um die Vollstindigkeit des Lésungssystems (23) nachzuweisen, gehen
wir von den elektrischen und magnetischen Multipolen durch Linear-
kombination zu den rechts- und linkszirkularpolarisierten Losungen
iiber. Man kann allgemein jede Lésung von (11) in folgender Weise
zerlegen:

¢ = GR -+ GL (30)
mit bt rot

. k—rot . 1O

Gp= " 2;: UF ==, ¢ (31)
Wegen

(k -+ rot) (k — rot) € = (k — rot) (k + rot) € = (k* — rotrot) E=0  (32)

gilt (rot ) Gp=-0;  (rot—F&) G, =0. (33
Dies ist die Gleichung der rechts- bzw. linkszirkularpolarisierten Wellen,
d.h. aller Losungen, welche sich aus ebenen Wellen dieser Polarisation
iberlagern lassen?.

Wenden wir (31) auf (23) an, dann erhalten wir aus den elektrischen
ebenso wie aus den magnetischen Multipolen die folgenden zirkular-
polarisierten Ldsungen:

7

Cr=(km-+Vxmuy.

Cr=(km —V X m)u?”
| "

Es gilt nunmehr, die Vollstindigkeit dieses Systems von Losungen
nachzuweisen, dann ist die Vollstindigkeit von (23), aus welchem sich
(34) linear zusammensetzt, ebenfalls erwiesen. — (34) 1Bt sich nach )
auflésen; multiplizieren wir nimlich skalar mit m, so verschwindet
der jeweils zweite Summand wegen m-F X m = 0, und wegen (7)
resultiert fiir 7 =F 0 .

u;” = ‘k’j(lff:1)’ m- 6}. (35)
Wir unterdriicken hierin den Index R, L. Setzt man (35) in (34) ein,
dann resultiert: rmEV

. m X .

=i m - §

G Ry ™ ¢. (30)
Wir zeigen zunichst, daB diese Identitidt filr jede simultane Lisung
von (33), (18) und (19) gilt. Den zweiten Summanden formen wir
mittels (2) und (33) um und erhalten fiir die rechte Seite von (36)

mm-—:iVxmr- me42im-+ 2
= G. (37)
Li+1) i+ 1)
t Allgemein hat man (rot - * i) ¢ = 0 als Gleichung der rechts- bzw.

. . .. C at
linkspolarisierten Wellen,
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Hierin haben wir nochmals umgeformt mittels
i xmr-C=2(mx —20) V- C=—(mx —24) (mx —1) ¢ |
=mE—mm-C4+2emxEJ2€. j (38)

Auf der rechten Seite von (37) steht im Zihler genau n? — s, (20) —,
so daB sich nach (19) in der Tat ¢ ergibt, somit (36) fur jede Lésung
des simultanen Eigenwertproblems giiltig ist. Nunmehr wenden wir
auf (360) die Eigenwertgleichung (19) an:

-— I m- ¢

o= {n—Il{+1)}(kmFVxm R (39)

Den ersten Faktor kénnen wir hierin iiber den zweiten hinwegziehen,

wenn wir beachten, dal n? mit [/ vertauschbar ist und sich beim

Wegziehen iiber m in m? verwandelt [s. (16) und (21)]. Wenn wir dann
noch skalar mit m multiplizieren, erhalten wir
22 _ m-¢

m(m l(l+1))l(l-}—1)~o‘ (40)

Daraus folgt aber, daBl m - ¢ eine Kugelflichenfunktion vom Index 7
ist [bis auf eine zusitzliche winkelunabhingige Funktion, welche beim
Einsetzen in (36) wieder wegfillt]. — In ganz derselben Weise kann
aus der Eigenwertgleichung (18), angewandt auf (36), gefolgert werden,
daB die p-Abhingigkeit von m - € gleich exp(img) ist, und da m - &
gleichzeitig der Gl. (1) gehorcht, erweist sich allgemein

T T (41)

Somit ist (34) in der Tat die allgemeine Losung des Problems, und
daher sind auch die Multipole (23) vollstindig. — Fiir den Fall | = ¢,
auf welchen die vorstehende Untersuchung nicht anwendbar ist, lautet
die allgemeine Lésung von (19) € =1 F(#), rot ¢ verschwindet also
und (11) ist nicht 18sbar. Daher fillt der einfache ,,Pol* in der Elektro-
dynamik aus, es gibt nur Dipole und hohere Multipole. Gerade dies
ist auch die Aussage von (23), so daBl wir mit diesen Formeln alle
Multipole ohne Ausnahme richtig wiedergegeben haben.



